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Technischer 8 '.lfücht Nr. 191 

Die Fehlerrückkopplung als Verfahren zu.r Färbung des 

Quantlslerungsrauschens 

Zusammenfassung 

Bei der Analog/Digital- (A/D)- Wandlung von Sprachsignalen entstehen 

durch den nur endl i chen Wertevorrat (i~r Digitalzeichen Quantlsierungs­

fehler, die nach de r Rekonstruktion der Analogwerte (D/ Ä-Wandlung) als 

additives Störsignal In Form eines bandbegr~nzten weißen Rauschens auf­

trete.n. In diesem Bericht wird als Verfahr~n zur Formung des Rausch­

spektrums die Fehlerrückkopplung untersucht. Die 11Färbung ·-des Quanti­

sierungsrauschens" wird hierbei durch Rückführung des gefi I terten Quan­

tislerungsfehlers auf den. Eingang des Quantlslerers vorgenommen. Die 

hierdurch theoretisch zu erwartende Störleistungsverteilung wurde durch 

Simulation verschiedener PCM-Systeme auf dem Digitalrechner überprüft. 

Weiterhin wurden die rekonstruierten Signale nach der D/ A-Wandlung 

akustisch wiedergegeben. Die theoretischen Werte der Rauschlelstungsver­

tei lung konnten durch die Si~ulatlonen bestätigt werden, die akustische 

Wiedergabe zeigte jedoch die Unbrauchbarkeit des Verfahrens für die Co­

dierung von Sprache. Grund hierfür s.tnd Störgeräusche, die besonders 

In den Sprachpausen In Erscheinung treten. , 
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1 • Einleitung 

Ein wertkontinuierLiches Signal ka..nh in digitaler Form 

nicht fehlerfrei übertragen werd.en, , weil durch die Quan­

tisierung der Wertevorrat von u~endlich - vielen möglichen 

Amplitudenstufen auf eine endliche Anzahl begrenzt wird. 

Der auftretende Fehler, die Differenz zwischen den Abtast­

werten des wertkontinuierlichen und des wertediskreten 

Signals, wird als Quantisierungs_fehler bezeichnet. 

Wie Bennett /1/ gezeigt hat, kann man fast immer davon aus-· 

gehen, daß der Quantisierungsfehler stochastis~h unabhängig 

vom Eingangssignal auftritt, außerdem ein Leistungsdichte­

spektrum hat, das über einen großen Frequenzbereich hinweg 

annähernd konstant ist und bei zeitdiskreter Signalverarbei­

tung zusätzlich durch den Alaising- (Spiegelungs-) Effekt 

geebnet wird. Hinter dem Rekonstruktionsfilter des Abtast­

systems erscheint dann das Quantisierungsrauschen ais addi-

tive Störung mit einer Leistungsverteilung, die bis zur hal-

ben Abtastfrequenz bzw. bis zur Filtergrenzfrequenz fast kon­

stant ist (ba~dbegrenztes weißes Rauschen). Oft ist eine sol­

che Spektralverteilung nicht erwünscht. So ist aus subjekti-

ven Messungen (z.B. Atal und Schröder /2/) bekannt, daß bei 

der Digitalisierung von Sprache das Quantisierungsrauschen m~t 

steigender Frequenz abnehmen sollte, um ein über der Frequenz 

annähernd konstantes Signal-Rausch-Verhältnis sicherzustellen. 

Manchmal ergibt sich auch die Möglichkeit, Rauschanteile in 

bestimmten Frequenzbereichen unbeachtet zu lassen, weil sie dort 

bei der Rekonstruktion weggefiltert werden können, z.B. von der 

oberen , Grenzfrequenz des a1;1a],.ogen Zeitsignals bis zur halben 

Abtastfrequenz. 

Spang und Schultheiss /3/ haben eine solche Minimierung des Quan­

tisierungsrauschens in einem eingeschränkten Frequenzbereich 

durchgeführt. Unsere Arbeit greift diese Untersuchungen noch ein~ 



mal auf und erweitert die Ergebnisse durch den Ansatzei-

ner beliebigen Bewertung der Spektralverteilung. Außerdem 

wird gezeigt, daß die Minimierung der bewerteten Rausch­

leistung auf ein . Prädiktionsprobtem. zurückzuführen ist. 

Die Färbung des Quantisierungsrauschens wird durch Rückfüh­

rung des gefilterten (=gefärbten) Quantisierungsfehlers auf 

den Eingang des Quantisierers vorgenommen. Dadurch wird der 

Quantisierer stärker belastet und es kann zu Ubersteuerungen 

des Systems kommen. Um diese Probleme studieren zu können, 

wurde das PCM-System mit Fehlerrückführung auf einem Digital­

rechner simuliert. 

Diese Arbeit faßt die vor einigen Jahren durchgeführten Unter­

suchungen im Abschnitt 6 noch einmal zusammen und zeigt die 

Grenzen bei der Anwendung des Verfahrens. 

2. Vorbemerkungen zur Berechnungsmethode von Abtastsystemen 

Für die Digitalisierung eines bandbegrenzten Zeitsignals s(t) 

wird zuerst eine Abtastung vorgenommen. Dabei werden dem Sig­

nal s(t) Probenwerte s(n) zu äquidistanten Zeitpunkten entnom­

men; s(t) bzw. s(n) seien Musterfunktionen eines zeitkontinu­

ier-lichen bzw. zeitdiskreten stochasti~chen Prozesses. Für je­

den Zeitindex n ist s(n) eine Zufallsvariable1 der ~eitdiskre-

te Prozeß ist damit eine mit Indizes versehene Menge von Zufalls­

variablen. Es wird vorausgesetzt, daß ein solcher Prozeß ko­

'varianz--stationär ist, d.h., der Mittelwert s (n) ist konstant, 

und die Werte der Autokorrelationsfolge (AKF) R '(k) sind allein ss 
vom Abstand k, jedoch nicht vom absoluten Index der Abtastwerte 

. abhängi·g: 

Deshalb ist R (k) eine gerade Funktion, also ss 

( 2. 1 ) 
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Die zweiseitige z-Transformierte der AKF Rss(k} ist 
< I 

~ss(z)= ~-oo Rss(k}z-k 

Längs des Einheitskreises (z=ej&.fl.) , wird~ (z} zum Lei-
ss -

stungsdichtespektrum (LOS) des zeitdiskreten Prozesses 

( s (n) j : - . 
00 

. . 

~ ss (J),) = ~oo Rss (k} e -Jk Jl, ( 2. 2) 

Das LDS ist also die Fouriertransformierte der AKF: 

( 2. 3) 

Die Rücktransformation (entspr. Berechnung der Fourierkoeffi-

zienten) ist gegeben durch ii: 
R (k)= ~ 1 lt <JL>ejkJ'l,d.fl; (2.4) 
ss ~,c J.:_ ss 

... -;;: 
Das LOS ist eine periodische Funktion (Periode 2 TC). Da die 

AKF eine gerade Funktion ist, enthält die Fourierreihe nach 

Gl. (2.2) nur cos-Glieder. Die mittlere Leistung des zeitdis­

kreten ·Prozesses ist 

Die Fläche unter dem LOS innerhalb des Periodizitätsintervalls 

ist also gleich dem 21[-fachen der mittleren Leistung. Die Mu­

sterfunktion des ideal rekonstruierten zeitkontinuierlichen Pro­

zesses lautet 

-A 
s(t)= 

00 

~ s (n T) • si 4 ( t-nT) • 

n=-oo 

Für die Abtastzeitpunkte gl I t stets 

A 
s (nT) = s (nT} , 

( 2. 6) 

( 2. 7) 
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d .h., die nach Gl. ( 2. 5) rekona·truierten Abtastwerte sind 

identisch mit den Abtastwerten des ursprünglichen Analog­

signals. Es wird i.a. vorausgesetzt, daß der eingangs zeit­

kontinuierliche Prozeß ein bandbegrenztes Leistungsdichtespek­

trum hat, d.h. es gilt 

( 2. 8) 

Werden dessen Musterfunktionen mit genügend kleiner Periode 

abgetastet, d .h. Ist 

T'- .1( - , (2.9) 
Wg 

so ist der mittlere quadratische Rekonstruktionsfehler null: 

(2.10) 

Die Autokorrelationsfunktion des zeitkontinuierlichen Prozesses 

läßt sich dann analog zu Gl . (2.6) aus der Autokorrelationsfol­

·ge Rss(k) rekonstruieren. Insbesondere gilt die Leistungsinva­

rianz. Die mittlere Leistung des Prozesses ist mit dem quadra­

tischen Mittel der Zahlenfolge identisch. 

PCM-Systeme sind dadurch charakterisiert, daß nach der Abtastung 

eine Quantisierung der Ab'tastwerte erfolgt. Der zeitdiskrete 

Prozeß [s(n)j wird in eine~ zeit- und wertediskreten Prozeß 

{ p(n)l überführt. Dabei entsteht der Quantisie:i;ungsfehler 

q(n) als Differenz zwischen den wertediskreten und den wertekon­

tii,n4ierl.ic:hen Zahlenfolgen. Bild 1 auf der nächsten Seite zeigt 

d~s ·r11athemaftsche Modell für diesen zeftcdiskreten Prozeß. 



- 5 -

_s_( n-)---•-..1/ ~-s_c_n_)_+q-~ .. n) 
. . =p ( n) 

s ( n) p( n) 

• 

Bild 1: Definition des Quantisierungsfehlers 

Ist die Zahl 

die Prozesse 

liert /1/. Es 

der Quantisierungsstufen genügend groß, 

fs (n) ! und {q(n)5 nicht miteinander 

gilt . 

so sind 

korre-

(2.11) 

für alle k. Damit wirkt der Quantisierungsfehler als additive 

Störquelle; Signal und Störung können getrennt behandelt wer­

den. Die AKF und das LOS des quantisierten Signals p(n) berech­

nen sich somit aus 

(2.12 ) 
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3. Problemstellung 

· 1; ' . 

Die _Abtastung von bandbegrenzten , Arialogsignalen erfol~t i.a. 

mit einer höheren Abtastfrequenz · ~1s dies riach dem Abtastthe-
, ' , , 

orem notwendig wäre. Grund hierfü~ sind die. physikalischen 

Grenzen der Realisierbarkeit de( Tiefpässe zur Bandbegrenzung 

und Rekonstruktion des Analogsignals (endliche Flankensteil;,.. · 

heit des Amplitudenganges). So werden z.B. PCM-Sprachcodierungs­

systeme mit einer Grenzfrequenz von 3.4 KHz mit_ 8 KHz abgetastet, 

die Lücke zwischen Durchlaß- und Sperrbereich der Tiefpässe 

kann also maximal 600 Hz betragen. 

Die Abtastwerte q(n) des Quantisierungsrauschen enthalten' eine 

Rauschleistung 

( 3. 1) 

Durch das Rekonstruktionsfilter entsteht am Ausgang des Systems 
2 . 2 

eine bewertete Rauschleistung 6 g~, die kleiner ist, als G'q . 
E~ kann ein Gewinn 

G = ( 3. 2) 

definiert .werden, um den sich das Signal-Rauschverhältnis ge­

genüber dem .durch die Abtastfolgeh gegebenen Verhältnis G:'~ 
(;'~ -

erhöht: 

c;-2 , ~; 
SNR = s = ~ 

2 -~ 2 · • G ( 3. 3) 

s' q;; G" q 
Uin die Rauschleistung (3'~~, bestimmen zu können, wird eine Be-

wertungsfunktion B (jL) eingeführt, durch die das Spektrum der 

Quantisierungsfehlerfolge 1:?ewertet wird. B ( Jl,) ist eine gerade, 

mit 21t periodische Funktion, die im Durchlaßbereich des Rekon­

struktionsfilters den Wert 1 hat. 
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3.1 Weißes Rauschspektrum 

Wie B~nnett /1/ ~ezeigt hat, liefirti Quantisierer ein an­

nähern~ weißes Rauschen, wenn die Zahl der Quantisi~rurigs~ 

stufen nicht zu klein ist, d.h . . es gilt 

mit J (k) 

= (o2 
q 

2 
= 0 ,,J (k) 

q 

= {o für .k = o 
1 " k = 0 

{3.4) 

Die mittlere Leistung des Quantisierungsfehlers läßt sich gern. 

Gl. (2.5) berechnen 

1t 

= -- 1
- · -f· S (Jl.) d n 27t . qq ...Jl-

2 

6 q {3.5) 

-n: 
Wird das Spektrum des Quantisierungsfehlers bei der Leistungs-

bestimmung mit der Bewertungsfunktion B(J1...) bewertet, so er­

gibt sich 

dabei ist 

7t J B(Jl.) 

-rc. 
Sqq(J1..) d (3.6) -

entsteht dann nach Gl. {3.2) ein Gewinn 

. 
I 

1l. 

f B(Jl.) 

-lt 

. (3.7) 

dJL {3.8) 

der Mittelwert der Bewertungsfunktion B(.JL) im Periodizitäts-
.. 

interva.11 2 7t . 

1. 
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Ein Spezic1lfall Ist die Bewertung des Quantisierungsrau-

schens bei der Ubertragung bandpaßbegrenzter Signale. Hier­

für kann im Idealfall gelten 

B ( ~) = (f; / JLI ~ ftu; IJl l>fl
0 

JL ~ JL ·~ B ( ) = 1; sonst im Intervall - /(.. ""- < IC. . · 

· Es wird dann 

( 3. 9) 

Für ein Telefon-PCM-System mit 8 KHz-Abtastung und einer ·Band­

begrenzung von 300 Hz - 3400 Hz erhält man durch die beschrie-
~ . . . 

bene Fehlerbewertung eirien Gewinn G = 1.29. 

Damit erhöht sich der bewertete Signal-Rauschabstand um 1.11 dB. 

Bild .2 zeigt den Verlauf der Bewertungsfunktion B (J'L) . 

.B(n) ✓ 

1 

,1 

• 
.• 0 

n ,r 
0 

n 

Bild 2: Verlauf der Bewertungsfunktion bei einem Telefonkanal 

3~2 Farbiges Rauschspektrum 

Durch ein im nächsten Abschnitt beschriebenes Verfahren der 

Rückkopplung des Quantisierungsfehlers ist es möglich, eine 

Färbung des Rauschspektrums vorzunehmen: die Folge f(n) der 

Quantisierungsfehler besitzt jetzt kein weißes Spektrum mehr, 

Korrelationen zum Eingangssignal sind jedoch auch in diesem 

Fall nicht vorhanden. 
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Die Färbung wird durch ein lineares Filter mit der Ub~r­

tragungsfunktion D (jJl,) vo~genommen .• Hierdurch · kan~ · das 

Rauschspektrum ,Sff (J\,) so geformt werden, daß es im Durch­

laßbereich des Rekonstruktionsfilters geringe Anteile der 

RauschleistungG'f ~besitzt; der wesentliche Anteil dieser 

Leistung, wird in den Frequenzbereich geschoben, in dem 

der Sperrbereich des Rekonstruktionsfilters liegt. Es zeigt 

sich, daß die Gesamt-RausalUeistung (;'f 2 = E [ f 2 (n)J größer· 

ist, als die der unkorrelierten Fehlerfolge q(n), d.h. es 
1 -

tritt eine Verstärkung 

(3.10)' 

der gesamten Rauschleistung ein. 

Aus dem im Durchlaßbereich des Rekonstruktionsfilters liegende 

Rauschspektrum • 

(3.11) 

läßt sich die bewertete Rauschleistung 
r;: 

· !. 

= ·~1t LB(.fL,) (3.12) 

-1(, 

ableiten, die geringer als die · Raus~hleistung ~2.. ist. Der 

Gewinn ist 

Im folgenden Teil der Arbeit wird beschrieben, wie dem LDS 

Sff(ll,) mit .D(jJl,) ein~ Färbung gegeben werden kann, so daß 

<,· ~"zum Minimum wird. 

(3.13) 
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4. Die Fehlerrückkopplung als Verfahren der Rauschfärbung 

Bild 3 zeigt das Prinzip der Färbung_ des Quantisierungs­

rauschens mit dem Verfahren der Fehlerrückkopplung. 

s(n) 

q(n) 

q ( n) 

-----1D(j!1) ll<i----.. 

Bild 3: Rilckkopplting des Quantisierungsfehlers. 

Von ~en digital zu übertragenden oder abzuspeichernden 
. . . . . . . . . l . 
Abtastwerten s(n) werden vor der Quantisierung durch 

ein lineares Filter mit der Ubertragungsfunktion D(j.fl,) 
. ·•· ., . · .. . · . ·. ft .··. · 

korrelierte Quantisierungsfehler q(n) subtrahiert. Resultat 

ist folgender Gesamtfehler des Systems. 

~ 

f(n) = q(n) - q(n) ( 4. 1 ) 

Filr den stochastischen Prozeß { q (n)l w.erden im foigenden 

die gleichen Eigenschaften wie \m Abschnitt 2 vorausgesetzt. 

Korrelationen der Eingangsfolge s(n) und der Fehlerfolge q(n) 

s~ien nicht vorhanden. Es gelte also 

Rsq (k) = ~ für alle k. (4. 2) 
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Damit gilt ebenfalls 

{ 4. 3) 

Dem Prozeß l s {n) ~ werden somit .additiv zwei Rauschquellen 

. überlagert. Für den unabhängig VC?m Eingangsprozeß f s{n)J 
betrachteten, mit B(Jl..) frequenzmäßig bewerteten Fehler .f{n) 

gilt somit das Schema nach Bild 4. 

s (.0.) 
qq 

q(n) 

B(O) 

_ _.,.D( ,jf)) ..--

Bild 4: E:ts·atzbild für das Verfahren der Fehlerrückkopplung ·. 

Die Bewertung des Systemfehle~s f(n) erfolgt durch ein lineares 

Filter mit der Leistungsübertragungsfunktion B{.fL). Die im 

Abschnitt 3 formulierte Aufgabe . besteht darin, D (j./1,) SO · ZU 

bestimmen, · daß die bewertete Fehlerleitung 

zum Minimum wird. 

1 ' 

Durch '\T~ftä't'.i~chung der· in: Bilcl ' 4 --·dargestellten linearen Systeme · 

ändert sich filr die Bildung" de~ bewerteten Feh.lers f ~ {n) nichts; . 

Bild 5 zeigt das geänderte Prinzipbild. 

, , 
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sqq (n) 

R (k) 
qq 

C) 2 
q 

.,_ __ __.,. ... B(f2) 

q(n) 

s (fl.) 
rr . 

R · (k) 
rr . 

(52 
r 

-r(n) t(n) ~(n) 

- .... D ( .ifl) 1--

Bild . 5: Ersatzbild wie Bild 4, jedoch nach Vertauschen 

der linearen Operationen 

Aus .diesem Bild ist die folgende Formulierung des Problems 

leicht abztilesen: 

Die unkorrelierte Folge q(n) wird durch B(J1.,) 

\ 
1 

' k_()rrelie~t. ?ßl b ~- .·· zu minimieren, muß die Folge ~ (n) mög­
'lidh~ti gut ' mit de.f Folg~ r (n) 'übereinstimmen - derart' daß 

E [ (r(n) (4.4) 

Das lineare Filter D(jJl.) muß also eine ungestörte 

Prädiktion durchführen /4/ . . . 

4. 1 Betrachtung im Zeitbereich 

Die-Lösung des Minimierungsprobiems kann sofort angegebenwerden:­

Istder .Prädiktor mit der UbertragungsfunktionD(jJl.,) ein nicht~ 

rekursives Filter mit der Impulsantwort 

N 

d(n) = s 
j=1 

dj J (n-j r, ( 4. 5) 



so erhält man als Schätzwe'tt~·-, 

A 
r(n) (4. 6) 

'Die Minimierung der Leistung <;f ~J nach Gl. ( 4. 4) führt auf 

das Gleichungssystem 

± dj,i · RT'",(j-k)=R7-r(k) ( 4. 7) 
j=1 k = 1,2, ... ,N 

dj.- · , j=1,2, ••. ,N sind die optimalen Werte der Impulsantwort 

des Prädiktors~ R <•) ist die AKF der Folge r(n). Sie ent­

spricht der Fil te~=Al{F~ des Korrelators mit d~r Leistungsüber-
'. . ' l 

tragungsfunktion B(.n._) und .ist mit ·der Folge der Koeffizienten 
, . " . . ' 

der Fourierreihen-Entwicklung für B(.Jl..) identisch. Es gilt 

also 

= E [ r (n) · r 

b(k) 

"] 2 (n+k) .: (;- · b (k) 
.·· ,..,_ CI 
1 . tt jk = ~ .rs(J"L)•e. 
2 ll, J_ 

"JJi: 
alt ( 4. 8) 

Das Gleichungssystem für die Berechnung des optimalen Prädiktors 

lautet somit 

N . . 
"a_''> ·b ·(·J·-k) =b(k). 
~1 ·j~ .. ' 

·. k= 1,2, ... ,N, (4.9) · 

*~Die Filter-AKF ist die AKF eines linear gefilterten Signal·s, 

wenn am Filter-Eingang ein · unkorreliertes Signal anliegt. D~e .·· 

AKF einer gefilterten Zahlenfolge läßt sich allgemein aus der 

Faltung der AKF des Signals am Filter-Eingang mit der Filter-

·AKF berechnen. 



bzw. in Matrizform 

b (0) b ( 1) b ( 2) ••• b (N--.1) d1 • b ( 1) 

b ( 1) b(0) b ( 1) ••• b (N.;.2) d2,._ b ( 2) 

b (2) b ( 1) b (0) ..• b (N-3) • d3• - b ( 3) - (4.10) • • • 
• • 

• • • 
b (N-1) b(N-2) b(N-3) •• b(0) ~- b(N) 

Bei der Aufstellung der Koeffizientenmatrix wurde berück­

sichtigt, daß b ( , ) eine gerade Funktion ist. Die Matrix be- . : 

sitzt eine Töplitzform und kann daher rekursiv invertiert 

werden / 4/. Bei einer Rechteck-. Bewertungsfunktion . werden 1 

die b ( • ) z~ si ( • ) - Werten. Diese spezielle Lösung wurde 

bereits von Spang und Schultheiß angegeben /3/. In abgekürz­

ter Matrizen-Schreibweise wird aus Gl. (4.10) 

bzw. 

4.2 Betrachtung im Frequenzbereich 

Die bewertete Rauschleistung 

' -

(4.11) 

(4.12) 

b~* - ·•~n: ·.J'B(./l-) · ßff (Jt) dJl 
-1r 

. 1 
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soll zum Minimum gemac~t .~~fd~h. , ~11:a.'4 zeigt, daß 

: " .- _-,:~\.: ... \ .. ! . 

~f~ \./t):::d ~gq(J't)~/ 1-D(j.{L)/2 
ist ~ (4.13) 

s (J),) =~2 
qq . , ., q 

wird (4.14) 

Damit ergibt sich für die .bewertete Rauschleistung 

2 ·. · t .· .. Jt. . . . 
G'b = r:cJß<J'l.)·/1-D(jJl.)/2 d.f'l, (4.15) ,, . -

. V · . •JI., ' 

Die Miminisierung dieser Leistung kann auch ·als Approximation 

einer vorgegebenen Ubertragungsfunktion Dv(jJ°l,)==1 durch das 

nicht-rekursive Filter mit D(~J1) . = ± d
1
· e -jlJl, 

. 1=1 
gedeutet werden, wobei durch· B(J"\,) · eine frequenzabhängige Be-

wertung d~s Fehlers (~ ( jJ'\,) - Dv ( jJ't~ vorgenoi:nmen wird. Das Lö­

sungsschema wurde bereits in /5/ angegeben. es führt auf das 
✓ 

Gleichungssystem (4. 9). 

4.3 Bestimmung des Gewinns durch die Fehlerrückkopplung 

Bei einer optimalen linearen Schätzung ist die Folge der 

S~hätzfefii'er . · orthogo~al zu allen für di~ Schät~ung herange"."" 

zogenen Daten: 

E (f 14: (n) • .r (n-f)] = 0 j=1,2, ... N (4.16) 

. . 

Damit ist die Fehlerfolg~ auch orthogonal zurn_Schätzwert ~(n),__ 

der ais Linearkornbinatiön aus den Werten r(n-j); j=1,2, ... ,N . ge- . 
....... 

bildet wird: 

.... , .... , .. 

(4.17) 
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Die Rauschleistung ergibt ' sich ',damit zu 

= E [f~ (n)~(r(n) ~(nj , 
= E ~ · (n) - , ~(n)}• r(n) J 
= Rrr (0) - · E 1:(nr • r (n} ] 

Bei Berücksichtigung der Gl. {4.6Jund ~.S)folgt: 

. 6~.= Ö: [ ~(O) -{:;akib(kJ 

und damit (bei Verwendung der Gl. {4~ 12} ) 

0
2 

= 0
2

•[- b(O) -bT• B - 1• b] 
f~ q - - -

Der Gewirin wird nach Gl. (3.2) 

(4~ 19) 

(4.20) 

Uif!. di~s:en · Faktor verbessert sich das Signal-Rausch-Verhältnis 

\' 

<i :16' ,: der nich't bewert,~ten Abtastfolgen durch die Fehler­

rücl<l(oppJung. . Geg~n~er der (gleichen) Bewertung des Rauschens ohri'e -

Anwendung der Fehlerrilckkopplting (vgl. Gl~ 3.7) wird durch die 

Fär~ung ein zusätzlicher Gewinn 

G' = G • b ( o) - b ( O) ( 4. 21) 
-:- b(O) - t?· B- 1 , b 

erzielt. Ohne Färbung des Quantisierungsrauschenswird J:2 = .Q. 

_ und därnit 'bT · B- 1 • b = 0. Der zusätzliche Gewinn G' ist dann, - - -
•wie erwartet, gleich eins. 



4. 4 Verteilung der Rauschleist:.Ung gemäß einem vorgegebenen Verlauf· . 

des Leistungsdichtespektrurils .' 

Die Minimierung der bewerteten ·Rauschleistung wurde bereits als 

Lösung ei~es Prädiktionsproblems dargestellt. Sie ist mit der De­

kor·rela t:ion einer Zahlenfolge identisch. Im Modell nach Bild 5 

iit dies~ Zahlenfolge durch liriear~ Filterung einer unkorrelier- . 

ten · Rauschquelle dargestellt. Zur optimalen Einstellung des Prä-:-. , . 
diktors ist hierfür lediglich die Kenntnis der Filter-AKF des Kor-

relators notwendig. Dessen Werte si'nd, wie bereits erwähnt, mit 

dem Fourier-:-Koeffizienten der Leisturigsilbertragungsfunktion iden­

tisch. _vollständige Dekorrelation bedehtet, daß die AKF des _Prä-
. · . . . . .:. ,- . . . .· 

diktionsfehlers identisch ist . mit der des weißen Rauschens. Ein 
' 

nichtrekursives Filter als 9ptimaler Prädiktor muß hierfür i.a. 

unendlich lang sein. Aus Bild 5 lassen sich filr diesen Fall die 

folgenden Beziehungen ableiten: 

Rf oo f oo (k) = G"'! . 
s f oo f oo (Jl,) = G'; 

Na~h Gl. (4.8) gilt 

Durch Umformung von Gl. (4 .22) ergibt 

sich 

/1-D . (j.fl,) / 2 = 
00 

d (k) 
(4.22) 

= ~ 2. B ($1)•/1'-D . (jJL)/2 
q . 00 

'il' 
~lt i!_B(~) aJt -,,., 

dJt 
(4.23) 

B (Jl,) 

In Gl. (4.22) und Gl. (4.23) wurde vorausgesetzt, daß B(Jl,) nur 

· von . Null verschiedene Werte besi t~t, damit die Leistungsilbertra­

gungsfunkt_ion ~ /1-D00 (jJb)/2 endlich ble.ibt. Die so beschriebene 

· Einstellung des Prädiktors wird auch als inverse Filterung 

1 ' 



. i 

/., 

· .. <:: 6Jzelchnet, weil die Lei~t.uri~silbertraijuhgsfunktionen B(Jli) des 

' Ko;rel;t~rs und des Prädiktion~fe.hierfilters /1-D ·. (lJl,)/2 bei 
. ·· ., : .- .. •. · . . . . ·:,. · ' ' : ... ··· . 00 ... , 
··. vo;tlständiger De.korrelation bis auf· eine Konstante invers zuein-

ander verlaufen • . 

FU~' die Ailwendung der inversen Filterui:19 auf die Färbung des 

•Quant~sier~ngsrauschens läßt .sich demna'.ch _ folgendes ·Lösungs- . 

. scheriia angeben: 
,, . 

Eine vorgegebene Speiktral.v~tteilring des ·ouantisierungsrauschens . 

. · fil~ ein ~aM~Systern ·nach ai{a 3 . iäat sic::h dadurch approxirn~eren, 

daß man das in:t Abschnitt 4.l a~gegebeneScherna der Prädiktibri 
, . •.· . .. . ' . . . ' ,, . ~ . . 

· äuf einekorrelierte , Zahlenf6ige ·anwendet, deren Leistungsdich:;_ 

te~pektrwn invef~ ' zur gegebenen Sp~ktraiverteilung 1{eriäuft.:., 

In. Gl~ (4 ~.9L_.~'i,nd demnach für 'die Wer~e der Filter;~KF b , ( •,·;t 
die . Follrierk6_~:ffizienten der zur gegebenen Leistungsverteilung 

inversen Verteilung einzusetzen. 

. · •· ' 
. . 

s •. Anwendungen · der Fehlerrückkopplung 

Anhand von ·drei B~ispiele.n s011· di~ Wirkung der Fehlerrückkopp- . 

lung -~rläut~rt: ~~rden •. 

·1. Beispiel: .· ·Minimietung, qer Raüschle'istung innerhalb 

' Grenzk~eisfrequehz .-JLb-c.,r .<.nü.''~ (l; vgl: Bild 2). 

a:ta .. } , 
' .,>. t= 
', .. 

_, 

11; "'1.,0 '$· .·' / .Jl, {<: r,: 

,können di~ ' Fourie.rkbeffiziemten b (k) aus Gl. ( 4. 8) ZU 

· J'l.i o 
b <k> = .. 1E si -Ck Jl 0 > 

.··.· /k/ :d= Cf, l, 2, ... 



Der Gewinn, d.h. die mög~ich~ Vergrößerung des Signal-Rausch­

abstandes ~··. durch die Fehlerrückkoppi1.1ng ti.nd Fehlerbewertung, 

läßt sich dann aus Gl. (4.20) berechnen, ebenso der nach 

Gl. (4.21) dedinierte Zusatzgewinn G'. 

Bild 6 zeigt . die Abhängigkeit von G1 · von der normierten Grenz-
frequ~nz ~o . ; 

'l. 
der Pa:rameter N gibt die Zahl · der verwendeten Filterkoeffizienten 

dk i , k= 1 , 2 , ••• N an . 

· (Bild 6 s. nächste S'eite). 

i 

... ·:· ~ ·! 
• . '? 

1 

• 1 
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Bild 6: Zusatzgewinri G' für Beispiel 1 

0.8 1 ~ 0 

!lo/lt: 



' . ' .. 

. •· Die folgenden Bilder 7 -1 

fü:F eine 3. 4 KHz-Grenz 

Bild 7. zeigt die normierten 
der Bewertungsfunktion B(Jt), 

. Gl. ( 4 .21) in Abhängigkeit. von 
•,' . . .·. 

,.._, 
= 0, 85 lt., , d .• h. 

Kijz~Abtastsystem. 

ff:i,_zienteri : b Ck-)(6 (ol 
den Zusatzgewinn G' nach 

der Filterlänge_N. Für das 

im /Abschnitt 4 •. 1 beschrieben~• Prädiktiorisproblem lassen sich 

. die~e dar~estellten Größen folgendeimaßen de.uten: 

'b(k)/b (O). _als normierte AKF -~iries ba'ndbegrenzten weißen Rau-

scllens, und G' als Prädiktionsgewinn; d.h. als Quotient der 
,' ·.·. •. 

Leistungen dieses Rauschens und.des Schätzfehlers bei einschrit-

tiger Prädiktion. 

In Bild 9 ist der Verlauf des Leistungsdichtespektrums 
S · (.Jt)/6';tt-b,::(J.Jl)/2 

bei optimaler Einstellung des Prädiktors nach 
ff ·' .. ··. q ·- . . 

Gl. (4.9) dargestellt. Parameter ist wiederum die Filterlänge N. 

Bild 10 zeigt hierzu die.resultierende AKF des gefärbten Quan­

tisierungsfehlers R.f f [ K] = E [ f (n) • f (n+k)] für N=30. 

(Bilder 7 und 8 s. nächste Seite). 

. . 1 

' J 

-l 

' ·t 
·1 
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Bild 10: Normierte, AKF des gefärbten Rauschens (Beispiel 1 ), 

FII terlänge N = 30 



.: ... ,> _ ....... ' , •". ,~; . 

, . , , .. ' .··.. ' ' . : ; :::\:i,:'.i}:;,:.{i; ·- . '.:. , . , , , , , 
Wie erwartet, erfolgt durch ·-~lie <: Rückführung eine Absenkung 

d~f: R~ischleistung dort, ·wJ<~:(@J ;:: l ,gesetzt wurde, .währerid 

. oberh~ll:> der Grenzfrequenz. ~ --,; ,.große Rauschanteile hinzu-

kommen· • . Aus Bild 6 ist ersich\:lich, daß a.urcih Vergrößerung .·. 
·- • . . . , ... ;>, . . 

'der , koeffizientenzahl N eine;, W.kiteire Abs~nkung unte;halb' 

J1., O erre.icht werden kann, · jedoc,~ nur,·• bei Inkaufnahme großer 

Störle,isttirigsanteile oberhalb .Je., ; gleiches 'gilt für die -Ver­

kleinerung von Jl.,o . bei gleich,e1/ Aht~st.frequen·z . und . Koeffi~ien-

tenzahl. . 

Mit den optimalen Koeffizienten wurde auch die Ubertragungß­

f~nktiori Di .. (jS},) de~ Ril.ckflihrungsfilters berechnet. unter­

halb JLO . e~gibt sich zwar eine.: Approximation VO~ DV (jJl,) =1 

(vgl. - Abschnitt, 4. 2) i jedoch überwiegt ampli tudenmäßig die 

Verstä~kun<j ,in der Nähe. dei:' 'hii.lben Abtastfrequ~nz .· Durch , b,,JjJt) 

wird das Rauschen so gefärbt, claß die .wesentlichen Rauschan­

teile in dem Fre_guen*beü:eich liegen, für die B (J°),) kleii-ie 

We_rte annimmt. In u~serem Beispiel wirkt das Netzwerk mit der, 

Ubertragung~funkti9n ·n_(j./tf da.her als "Verstärker" für die 

Rauschanteile_ im ' F:t:e~uenzb~-~,eich )J1,/ > ..J1;0 • Bild 10 zeigt die 

durch die Fehlerrilc~k:opplUng auftretemde Korrelation ' in der 

gefärbten Quahtlsi~rungsf~hlerfolge f(n). Die Rauscnanteile bei ' 

4 = ·lt; sind ~ut -zu_. ~rkenn~~ am- alternierenden Vorzeichen der 

Da filr : da~ .. •erste Be:i_~piel •eine . größere Ab~e1;1kung , deJ:, Rauschleisturlg 

nur durch ~ine~guri~ >des int~r~§Sierenqe11 St,ektralb~r~lc'h~s ' b~i,:: :r ,, 
gleJcher . Abtastfrequ~nz zu erreichen war, wurd.e die Bewertung- cler' ' 

Störl~istUh
1

~ - erst oberhalb ~iner .c;~e11zfrequeriz drirchgefilhrt. Für · . ' . ' . ;, . .. . . ' ' ·.. . ' ' .. 

_die praktische Anw~ndurtg _in PCM- ,Systemen mit .ein~r,Abtastfrequenz 

.. vo~ , a ·KH~ ~~rde- elhe un.tere ·c;renzfi:equenz Jlt.t= o,o8~(entspr~ ·· '3ooliz) . 

e~ne' obere Gre,nzfrequenz J?.o ~o, 85 TI: (entsprechend 3, 4 KHz) gewählt. 



. i 

._ .In Bila 1'1 /fst die B~wer~u~gsf:•~~l{t±6h· B' (JL) _der-Stö:rve-rtlü~: 

luilg und cl'~~ -resultierende Lej_~ttti{<}~clldhtes~ekt:rurn -Sff (dl,) ~q
2

-_ 

fiik ~ückfÜtrungsf il ter mit 10; 26-urid 36 Koeffizienten darge- ' 

stellt. , 
. ··-: , ... 

(Bild 11 _s. nächste Seite) -

-Es z~igt •sich, daß gegenüber , dem -.1. Beispiel (ft"-: = 0, _ _ _ 

J2 ·, = 0; 85 IL ) ein 'zusä_tzlicher Gewinn von 1 •.. 2 dB erzielt 
',-.•. -._-, 0 .• ' ,· ', . ' -_ • 
werd•n kanri (bei• 20 bzw. 30 koeffizie~~en), jedoc~ ~st auch 

di.e periodische Schwankung der Leistungsverteilurig im iriteres;;.; ,, 

sierenden B~rei~h angewa~hs~n. 

' i ' 

' i 
1 

J , ; 

' · l 

' ' : ;! 

i 

' 1 

1 
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igt (für die Beispiele 1 urid 2) die mit den optimalen 

f izienten auftretende. Ver~tärkung V : ~'- / bq 2. 

n Rauschleistung durch die Quantisierung mit Fehler-

: .. • Iin ·•• folgenden wird die Berechnungsvorschrift für diese Größe 

< :abgeleitet.· Nach Gl. (4.1)-gilt mit Gl. (4.5): 

( 5. 3) 

(tf2 = (5.4) 

bzw. V= ( 5. 5) 

Gl. ( 4. 9) ermittelten Optimalen Filterkoeffizienten 

k =r · 1, 2, ••• N zeigt Bild l2 die Verstärkung der Rauschleistung . · 

-Funktio~ der Filterlänge:.N 

'für :aie Tiefpaßbewertung nach Beispiel 1, 

für _die>Bandpaßbewertung.nach Beispiel 2. 

o~rstellung wird.noch im Abschnitt 6 eingegangen. 



50 ll0 lg V . 

40 

dB 

30 

20 

10 

5 10 15 

Brtd l2: Verstärkuhg der Rauschleistung-: 

1J für Tl_efpaßbewerturig, 
2) •für Bandpaßbevvertung 

d~s- _Quantislerungsrauschens 
·. __ ·'. ,. ·.'.'., -\_ . ·,::._ <:: ~.< .. . i ::·: • . _:. _, · ., .. · .~ J1 t ;S~J~p.teJ-:l; . 2: ' Betsptel 2) 

. . . --~ ·. . 

-- . . . . _._- _:"·, 

. .. . '.' : . -_ . ~: . ' 
·. _. , · , .. , 

. ' . . . . . ! 

. . . . ' ' . 

2 

20 25 30 



'· 
Atäl Und .Schröder /'l/. .. haben . mit der. Forderung nach einem über 

dei:- Frequenz konstanten Signal.:./ R~uschverhältnis bei einer 

PCM~Ubert:ragtlllg von Sprachsign~leri ·_e:i.h Rauschspektrum mit fol­

'g,~ridJrit vefl~Uf vorgeschrieben{ k~nstant bis eta 500 H:z1 dann 
• , ••, . • '" • : . . ' : ,: I . · . . , · ,' 

mit zunehmender Frequenz ein Abfall mit 12 dB je Oktave .. Die 

Minimi.~rung·· der reziprok hier~u bewerteten Rauschleistung er~ 

'gibt ~ih sp,ektrum, das in Btid:· 13 dargestellt ist; 

Parameter ist die Filterlänge N. 

5 

0 ...... -------+--------....... ar-------t----------i-------t------
o.8 1.0 

BI ld .13: Normiertes l.etstungsdlchtespektrum des rückgekoppel tl=!~ 

Quantlsierungsfet:llers nach EJeifs~l~l 3 

11. 

TT 

,- · _, 



Digi ta.1r·echner 

die Wirksamkeit der Fehl.er:rlickk6ppiung für die Codierung 

VOil ,Sprachsignalen unter.suchen ZU: können, wurde ein solches 

Sy9t~m· a.Üf dem Digitalrechner ·. simJliert~ Einzelheiten über die 

. S1mul~'tio.n der Systemkomponenten eines solchen Systems sind· in ··· 

e~nem fiüheren Technis~hen ~e~ich€beschrieben /5/. In ~iid 14 

. ist 'das Signal-Rauschverhältnis :eines' PCM-Systems mit verschie-:-. . . . . · .,. -·- .. -.· ' -·,· ' - ._._. . . . 

. · denen linearen Quantisierern ohne ·Fehl~rrückkopplung darge-
.. • . . . . - .· 

.stellt. Bei d.en monoton aristeigend.en , Kurven ist lediglich das 

.granulare Quanti.sierungsrauscheri ~ingerechnet, Fehler .durch ·Be- · 

grenzurig der Eingangswerte be:i.. Uberschr_ei ten der Quantlsieru~gs-:­

gienze sind rti~ht berücksichtigt (vgl~ /5/). In der Abszisse 
. · . . . . 

sind die Aussteuerungswerte d~r Quantisierer aufgetragen, als 

Parameter M dient die Anzahl der ·. Binärschritte , die pro Ab­

tastwert zur Verfügung ·· gestellt werden sollen · {die Anzahl der 

Quantisierlingsstufen ist demn~ch L = 2M). Für . jeden Wert M sind 
• • ', • ,, · •• ·, . , '. ·1 :·- ,' • • • , ' ... • ' . : 

im Bild '14 mehrere Kurven <in eirtem' schra:ffierten Bereich; darge­

stellt.·. Die 6b.ere ·Kur~~ gilt , j;Weiis für einen sog~ MIDTREAD.-
··. . . . ·-. ' . . 

QU:antisier~r, bei dem die -mittlere Quantisierungsstufe symme-
,- ,_ .. _ .. ·-' . . : . ._ ·-. ' . 

. tris.cll.: z\lln Ursprung der Quantisierurigsk.ennlinie, liegt. 

' · Die untere Kurve gilt je*~'ils für ~inen sog. MIDRISER-Quanti­

slerer/ b~i dem ,für ~plitUdenw~rte ; in der Nähe des Nullpunktes 

... . . <je ri~~h . \7():CZei?he!il versblifedene Quaritisierungswerte gehören. 

·oei 'üA~u~s~i~e- Störabstand cies· MIDRISER~Quantisierers ist be-
. ' . ,.- . . - •. '. . ... , . . 

dirigt durchi ci:ie A.mplituden~lcht~-Vert~ilung des Eirtgangssignals ... ,. . · , .,- ·. _.. . -.,·, •, -

(abgeta~t~t~· Sprache) ,. · wpriac=h die . Wahischeinlichkei t für das 

Auf tr_eten sehr kl~iner . Abta~twerte, gr~ß ist.. . . . ' 

. ' i Gestrichelt sin.d in den schraff{erten Bereichen von Bild l4 

di·e theOJ:".~tisch erwarteten Signal-Rauschabstände für lineare 

· Quantisiereri ~ingezeichnet, wobei für die Rauschleistung fol- · 

gender wertausgesetzt ist: 



' . 

<A~ssteuerkennlinie linearer Quantlslerer -----
) (ohne Fehlerrückköpplung) 

.'·(' 



(5.6) 

_ __ 1~ :,S1:tifenhöhe des Quänt.1.s~~rers, die Stufenzahl L 

hierfür als unbegrenzt angen6mm~n. 

\; , ; 
1
JJ'Ü'r·:,~ie '. Mes~üng der bewerteteh Rauschleistung nach Gl. (3.6) 

(::" ·: i:'.\4µrclei ·ein~---_--Ttefpaßfl I terung des Qua.ntisi~;ungsrau~chens 

. - :· ~drgenornmEi!n: (Grenzfrequenz -· jL o : ~ o, 85 ~ ) . 
''' ii:Lerd,utch· ·1i~ß sich _ eine Verbesserung des · Störabstandes um · · 

da.- 0,8_dB erzielen (theore_tischer Wert 0,7 dB nach Gl. (3.7) 

bzw. - (3 _.8))~ . Bei der Simula'tiÖri des rückgekoppelten Quantisie-, -

' rers_wurde das (granulare) - Quantisierüngsrauschen über ein 

ilichtrekursi,ves ,Filter der . Lähge" r:/=?Oauf den Eingang -des 

Quaritis.ie!ers - zurückgeführt. Bild 15 _zeigt die Aussteuerkenn-
• • . . . . • 1 

linie-(Signal-Rauschverhältnis als Funktion der Quantisier-

t atissteuerung) -für ·.einen linearen Quantisierer vom MIDRISER-Typ 

mf t RückkopplÜng. 
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Abweichurigen für den MIDT~AD~Ti~: .~:fnci im Bild fs mit 

MD_TR b~zeichnet. Gegen~ber :~J#eni ~CM-System mit• gleicher 

Auslegung. · des· Quantisierers urtd igleicher Fehlerbewertung 

kon.nte ein SNR-Gewinn von 3. 2 bis . 4 ~ 3 dB gemes Sen werden' 
je nach I3elastun,g und Stuferizabl dJs Quantisierers; _ det 

theoretische Wert liegt bei 4.35· dB. (vgl. Bild a·). 
Bei -Einsetzen-von Ubersteuerungen (Begrenzung) zeigte sich 

kaum eine Verschlechterung des Signal-Rauschabstandes,da 

nur das-granulare Rauschen des-Quaritisierers zurückgeführt 

wurde. 

Die quantisierten und gefilterten Abtastwerte wurden dann 

einer Digital- und Analogwandlung unterworfen. Bei der _aku­

stischen Wiedergabe eines gesprochenen sa·tzes zeigte sich 

jedoch die Unbrauchbarkeit des bisher beschriebenen Verfah-

rens der Fehlerrückkopplung für die Codierung von Sprache. 

Obwohl sich das gleichzeitig ge~essene·Leistungsdichtespek-

trum des gefilterten Quan_tisierungsrauschens .nur wenig von 

dem eines bandbegrenztenweißen Rauschens unterschied, waren 

trotz der relativ "feinen Quantisierung" (5 Bit pro Abtast­

wert) Unangenehme Störgeräusche, besonders in den Sprachpausen, 

zu vernehmen. Die oben genannten Erg~bnisse gelten für tiefpaßgefil­

terte Rekonstruktionswerte mit einer Bewertung des_ Quantisie..;. 

rungsräuschens nach Beispiel 1 im Abs.chni tt 5 .. Ebenso ungµn­

stig~ Eigenschaften zeigte ein Rückführungsfilter, _mit dem 

eine _Ifouschfärbting/nach Atal. urid. Schröder (Abschritt 5, 3 
Beispiel). vorgenonunen werden sollte. Hierbei überwogen die Stör- .. 

anteile bei sehr tiefen Freque_nzen, die. sich durch ... Rufupelge­

räusche" be:soh~~Fs unangenehm bemerkbar machten. 

Das iri dies·em Bericht beschriebene Verfahren einer FärbUng des 

Quant:.isierungsrauscheris nach Spang tindSchultheiß/3/ wurde auf • 

vielfältige Weise modifiziert, wobei neben linearen Quantisie-. . . . . \ 

rern auch Quantisierermit logarithmischen Kennlinien_ eingesetzt 

wurden. Die rechnerischen Simulationsergebnisse stimmten zwar 

·gut mit dem theoretisch zu erwartenden überein, jedoch zeigte die 
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yerfahren .. 4-n .dies~r Form. ni~lit'' Zlll:'-Codierung .. VOil .• SpraClie .· 

geeignet ist. Möglicherweis_e ergeb~ri s '4-c.h bessere . Ergebnis­

se, wenn ·aas Verfahren in. Verbindung IIi~t adaptiv gesteuer-

.ten Quantisierern verwendet wird, da dann die auftretenden . 

Probleme des Ruhegeräusches und der Ubersteuerung b~sser be­

:herrs~hbar sind; Simulationen mit adaptiven Quantisierern 

wurden nicht durchgeführt. 
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